
４ ． 生 徒 研 究 論 文  

素 数 の 分 布  
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１ ． は じ め に  

 素 数 と は ， 約 数 が ２ 個 で あ る よ う な 数 の こ と で あ る ． 素 数 は 無 数 に あ る

こ と が 証 明 さ れ て い る が ，素 数 定 理 𝜋(𝑁) ≒
𝑁

log𝑁
を 用 い る と ，あ る 自 然 数 N  ま

で に 存 在 す る 素 数 の 個 数 の 近 似 値 を 求 め る こ と が で き る ． し か し ， 自 然 数

N  を 大 き く す る と ，求 め ら れ る 近 似 値 は ，真 の 素 数 の 個 数 と の 差 が 大 き く

な る ． そ こ で ， 包 除 原 理 を 利 用 し て ， 素 数 定 理 よ り 誤 差 の 小 さ い 近 似 式 を

作 成 す る こ と を 試 み た ．  

 

２ ． 方 法  

(1) 1～ 3 0 の 自 然 数 の う ち ， 素 数 の 個 数 を 『 エ ラ ト ス テ ネ ス の 篩  』 に よ

り 求 め る ． こ の と き ， 消 去 す る 数 は √30以 下 の 素 数 2, 3, 5 の 倍 数 で あ

る ．  

 

①  2 , 3 , 5 自 身 は 素 数 だ か ら ， こ れ ら 以 外 の 2 ,  3 ,  5  の 倍 数 を 除 く ．  

1  2  3  4  5  6  7  8  9  1 0  

1 1  1 2  1 3  1 4  1 5  1 6  1 7  1 8  1 9  2 0  

2 1  2 2  2 3  2 4  2 5  2 6  2 7  2 8  2 9  3 0  

 

 

②  1 は 素 数 で は な い か ら １ を 除 き ， 残 っ た 数 を ○ で 囲 む ．  

1  2  3  4  5  6  7  8  9  1 0  

1 1  1 2  1 3  1 4  1 5  1 6  1 7  1 8  1 9  2 0  

2 1  2 2  2 3  2 4  2 5  2 6  2 7  2 8  2 9  3 0  

よ っ て ， 1～ 30 の 自 然 数 う ち ， 素 数 は 1 0 個 で あ る ．   



 

こ れ を 計 算 に よ っ て 求 め る ． こ こ で U を 1～ 30 の 自 然 数 の 集 合 ， A を ２

の 倍 数 の 集 合 ，B を ３ の 倍 数 の 集 合 ，C を ５ の 倍 数 の 集 合 と し て ベ ン 図 で 表

す と ， 次 の よ う に な る ． た だ し ， 2, 3, 5 自 身 は 集 合 A,  B, C に は 含 ま な

い ．  

ま た ， 1～ 30 の 自 然 数 の う ち ， n の 倍 数 を  S( )と す る ．  

 

[ベ ン 図 ]  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

（ ① で 除 い た 数 ） ＝  S( ) + S( ) + S( ) − S( ) − S(  ) − S(  ) + S(  ) － 3  
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 － 3  

         =  1 5  +  1 0  +  6－ 5－ 3－ 2  +  1－ 3  

                  =  1 9  

1 は 素 数 で は な い の で ， 1 を 除 く と ， ① と 合 わ せ て 除 い た 数 は  

19＋ 1＝ 20 (個 )．  

よ っ て 1～ 30 の 自 然 数 の う ち ， 素 数 は 30 − 20 = 10(個 )と な る ．  

 

以 上 の 計 算 を ま と め る と  

𝜋(  ) = 30 − (S( ) + S( ) + S( ) − S( ) − S(  ) − S(  ) + S(  )) + 3 − 1 

                 = 30 − (
30

2
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30

3
+
30

5
−
30

6
−
30

10
−
30

15
+
30

30
) + 3 − 1…(𝑎) 

                 = 30 − (15 + 10 + 6 − 5 − 3 − 2 + 1) + 3 − 1 

                         = 10(個 ) 

と な る ．  

こ こ で (a)を 変 形 す る と ，  

      (𝑎) = 30 {1 − (
1

2
+
1

3
+
1

5
−
1

6
−
1

10
−
1

15
+
1

30
)} + 3 − 1 

A 

B C 

素 数  

U 



              = 30 {(1 −
1

2
) −

1

3
(1 −

1

2
) −

1

5
(1 −

1

2
) +

1

15
(1 −

1

2
)} + 3 − 1 

              = 30 (1 −
1

2
)(1 −

1

3
−
1

5
+
1

15
) + 3 − 1 

              = 30 (1 −
1

2
) {(1 −

1

3
) −

1

5
(1 −

1

3
)} + 3 − 1 

              = 30 (1 −
1

2
)(1 −

1

3
)(1 −

1

5
) + 3 − 1 

と な り ， 一 部 ， 因 数 分 解 が で き る ． さ ら に ， 素 数 2 , 3 , 5, … , p の と き

も 同 様 に 因 数 分 解 が で き る ．  

(2)  以 上 の 考 え 方 を 一 般 化 す る と ， 次 の よ う に な る ．  

 𝜋( ) ≒ [𝑛 (1 −
 

 
) (1 −

 

 
) (1 −

 

 
)…(1 −

 

 
)] + 𝑞 − 1 ( [  ]は ガ ウ ス 記 号 )  

                   = [𝑛∏ (1 −
 

 
)  素 数 ] + 𝑞 − 1  

                   = [𝑛𝑥] + 𝑦 … … … … … … … … … … … … (b)  

 (𝑝 ≦ √𝑛 と し ， 𝑞 は こ れ を 満 た す 素 数 の 個 数 ) 

   

こ の と き ，分 数 計 算 が 煩 雑 な の で 計 算 の 簡 略 化 を お こ な う ．下 線 部 を x，

y と お い て 計 算 し ， [表 1]を 作 成 し た ．  

 

 [表 1]  

n  X  y  n  x  y  

2 ~ 8  0 . 5 0 …  0  1 6 9 ~ 2 8 8  0 . 1 9 …  5  

9 ~ 2 4  0 . 3 3 …  1  2 8 9 ~ 3 6 0  0 . 1 8 …  6  

2 5 ~ 4 8  0 . 2 7 …  2  3 6 1 ~ 5 2 8  0 . 1 7 …  7  

4 9 ~ 1 2 0  0 . 2 3 …  3  5 2 9 ~ 8 4 0  0 . 1 6 …  8  

1 2 1 ~ 1 6 8  0 . 2 1 …  4  8 4 1 ~ 9 6 0  0 . 1 6 …  9  

 

1～ 30 の 自 然 数 の う ち ， 素 数 の 個 数 を 求 め る に は ， n＝ 30 よ り  

[表 1]か ら x =  0.2 7，  y = 2 を (b)式 に 代 入 し て ，  

 𝜋(  ) ≒ [30 × 0.27] + 2 = 10 

よ っ て ，  1～ 30 の 自 然 数 の う ち ， 素 数 の 個 数 は 10 個 と な る ．  

 

 

 

 



３ ． 結 果 ・ 考 察  

 

  n が １ ～ 10 で は 素 数 定 理 の 値 よ り ，(b )式 の 値 の ほ う が 誤 差 は 小 さ く ，

10 ～ 10  で は 素 数 定 理 の 値 の ほ う が (b )式 の 値 よ り 誤 差 は 小 さ い ．  

  ま た ，(b)式 の x は n が 増 加 す る に し た が っ て ，一 定 の 値 に 収 束 す る ．

つ ま り ， (b)式 は n に つ い て の 一 次 関 数 と み な す こ と が で き る ． し た が

っ て ， 真 の 素 数 の 個 数 が ゆ る や か に 増 加 す る の に 対 し ， (b)式 は 直 線 的

に 増 加 す る ．ゆ え に ，n が 10  よ り 大 き な 値 を と る と き ，(b )式 の 誤 差 は ，

さ ら に 大 き く な る と 予 想 さ れ る ．  

   

４ ． 今 後 の 課 題  

 

こ の 研 究 で は 「 エ ラ ト ス テ ネ ス の 篩 」を 用 い て ， 近 似 式 を 求 め た が ，曲

線 を 直 線 で 近 似 す る の は 難 し い ．よ っ て ，新 た な 発 想 で ，よ り 精 度 の 高 い

素 数 の 個 数 の 近 似 式 を 作 成 す る こ と が 今 後 の 課 題 で あ る ．  

今 回 は 1 0 1 0 ま で の 実 験 で あ る が ，詳 し く 近 似 式 の 誤 差 に つ い て 考 察 す る

た め に ，よ り 多 く の 実 験 を 行 う 必 要 が あ る ．ま た 素 数 は ，素 数 を あ る 数 で

割 っ た 剰 余 で 分 類 さ れ る こ と が あ る ． そ の 素 数 は a n +b 型 素 数 と し て 表 さ

れ る の で ， そ の 型 に つ い て ， 素 数 の 個 数 の 近 似 式 を 作 成 し て い き た い ．  

 

５ ． 参 考 文 献  

 

 (1)  マ ス タ ー ・ オ ブ ・ 整 数   (東 京 出 版 )  

 (2)  数 学 ワ ン ポ イ ン ト 双 書 (10 )  整 数   (共 立 出 版 ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



５ ． お わ り に  

 

物 理 ， 化 学 ， 生 物 ， 地 学 分 野 は 具 体 的 な 実 験 が で き る の に 対 し て ， 数 学

分 野 は 先 が 見 え な い 。 果 た し て ， １ 月 の ク ラ ス 内 発 表 で ， 結 果 が 残 せ る の

だ ろ う か と い う 強 烈 な 不 安 の 元 ， 課 題 研 究 が 始 ま っ た 。  

夏 休 み に ，地 域 ア ド バ イ ザ ー の 方 か ら ，「 実 験 数 学 」を 学 ん だ 。実 験 を 通

し て ， 自 分 自 身 で 課 題 を 設 定 し ， 自 ら 研 究 を 進 め て い く と い う 基 本 姿 勢 を

学 ん だ こ と に よ っ て ， 研 究 が 少 し ず つ 進 ん だ よ う に 思 う 。  

生 徒 は ， 高 校 数 学 の 知 識 を 用 い て ， 素 数 に つ い て 研 究 し て い っ た 。 そ の

点 で は 大 い に 評 価 で き る 。純 粋 な 高 校 生 の 視 点 に は ，驚 か さ れ る こ と が 多 々

あ っ た 。こ の「 実 験 数 学 」と い う 考 え 方 は ，す べ て の 分 野 に 通 じ る も の で ，

こ れ か ら の 生 徒 の 未 来 に 繋 が っ て い く も の だ と 確 信 し て い る 。  

 

 


