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 SG授業の詳しい構図は下の図の通りです。

 では，次の具体的な問題を用いた SG 授業の実
践例を載せます。どの教科書にも載っている典型
的な問題です。先生方もまずは自分だったらどの
ように指導するかをアクティブラーニング型の授
業をイメージして指導プランを考えてみてくださ
い。
次ページでは，実際に右の問題で私が石見智翠館
高校で行った授業の記録と，授業を受けた生徒の
感想，参観してくださった先生の感想を載せます。

【問題】

£ABC の辺 AB を 3:2 に内分する点を M，
辺 AC を 2:1 に内分する点を N，CM と BN 
の交点を P とするとき，AP を AB，AC を用
いて表せ。

【授業実践記録】
 (以下，教師はT，生徒は Sで表します。)
T :  今日はベクトルの問題をやります。授業に当

たって一つだけ約束事をします。今日の授業
ではたくさん皆さんに当てますがそのときは，
適当に答えるのではなく，自分が本当に正し
いと思ったことだけを言ってください。正解
か不正解かは問題ではありませんのでよく考
えてから答えてください。早速，次の問題を
やってみてください。まずは各自で 5分考え
てみましょう。どうぞ。

  (p.6の問題を提示する)

～ 5分経過～
T :  はい，では時間になったから一緒に考えてい 

きます。まず，図はかけましたか？どう S1さ 
ん？

S1: はい，かけました。

T :  じゃあ，先生も前にかいてみますね。だいた
いこんな感じでしょうか。では，この問題は
何を求めればよかったでしょうか？

  C
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S2: APをAB，ACを用いて表せばいいです。

T :  APをAB，ACを用いて表すとはどういうこ
とですか？

S2:  APを (何とか倍のAB )+(何とか倍のAC )
で表します。

T : 数式で表現できませんか？

S3: AP=åAB+∫ACの形に表せます。

T : åと ∫ は何ですか？

S3: 実数です。

T :  なるほど。では，どうしてAP はそのような
式で表現できるのでしょうか？

S4: ……  
(他の生徒からも手があがらない)

T : では，周囲の人と相談してみましょう。

～ 2分経過～
T : どうですか？はい，S5さん。

S5:  ABとACは平行ではないから，2つを使って
表せます。

T : 今の説明でわかりましたか？

(数名，手をあげる)

T :  まだわからない人がいるみたいですね。誰か
他に説明できる人はいますか？

S6:  平行でない 2つのベクトルがあれば，その 2
つを使って，残りのベクトルはすべて表され
ます。

T : なるほど。今の意見で納得した人は？

(手をあげる人数が増える)

T :  思い出してきたみたいですね。では少し復習
しましょう。S7さんはUFOキャッチャーを
やったことはありますか？

アクティブラーニング=脳をアクティブに！

〈 SG 授業の構図〉
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S7: あります。
(以下の図を黒板に投影する)
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T :  では，今からUFOキャッチャーで説明しま 
しょう。普通，UFOキャッチャーは左右，上 
下の動きができるレバーがありますね。この 
2つの動きは座標でいうと，x軸方向の動きと
y軸方向の動きですね。今，点Oを出発して，
点Pにあるお菓子をとるためにはどうすれば 
いいでしょう？

S7: 右に 4，上に 2です。

T :  右に 4，上に 2は，何を基準で右や上と言っ
ているのですか？

S7: (1，0)と (0，1)というベクトルです。

T :  そうですね。座標というのは，2つの垂直な 
単位ベクトルを基準にそれぞれ左右にいくつ
分，上下にいくつ分進んだかによって，位置
が 1つに決まりました。Qにあるお菓子だっ
たら，左に 4，下に 3ですね。座標でいうと，
(-4，-3)です。これは誰がやっても同じで
すね。では，今のUFOキャッチャーを踏ま
えて，さっきの問題と答えをもう一度，周り
と話し合ってみましょう。

～ 1分程度～
T : では，説明できる人？

S8:  ABとACをUFOキャッチャーのレバーの動
ける方向だと考えれば，点Pにたどり着け
ます。

T : 今の S8さんの説明でわかりましたか？

(半分くらいの生徒が手を挙げる)

T :  まだ少しわからない人がいるみたいだから，
誰かもう一度説明してみてください。

S9:  さっきの図でAをスタート地点としてUFO
キャッチャーが，AB方向とAC方向に動け
るとき，点Pは必ず 2つの動きを組み合わせ
てたどり着くことができるから，APはAB
の何倍かとACの何倍かの組み合わせで表す
ことができます。

T :  なるほど。斜めの動きができるUFOキャッ
チャーを考えたわけですね。AB，ACは先ほ
どの座標における (1，0)と (0，1)の代わり
をしたということですね。みなさんイメージ
できましたか？それでは，一度，実験をやっ
てみましょう。さっきの図で先生が点Pにあ
るお菓子を取りますから，誰かどう動いたら
いいか言ってみてください。

S10  : まず右に動いてください。

T :  適当なところでストップって言ってください 
ね。(といいながら，ABの正方向 (右方向)に
指を沿って動かしていく)

S10  : ストップ。

T : はい。続けてください。

S10  : 今度は上に動いてください。

T : (ACの正方向 (右斜め上)に沿って動く)

S10  : ストップ。

T :  確かに 2つのベクトルの動きで点Pにたどり
着きました。UFOキャッチャー成功ですね。
他の人はどうでしたか？S10さんと違う動き

をして点Pにたどり着いた人はいますか？

（誰も手をあげない）

T :  本当に？では，今度は全員でやってみましょ
う。自分のストップのタイミングで挙手して
みてください。(同じように生徒の前で指を
動かして実演する)

T :  確かにみんな同じタイミングで手をあげてく 
れましたね。ということは，点Pにあるお菓 
子は誰がやってもABとACを使えば，同じ
移動のしかたになるのですね。つまり，これ
を数学的に表現すれば，平面上の任意の点P 
に対し，APはAP=åAB+∫ACと表すこと 
ができ，実数å，∫ は 1つに決まるといいま
す。Pはお菓子の位置で，AB，ACはレバー
の 2方向の基準，å，∫ はそれぞれの方向に何
倍進むかとう倍率ですね。ここで確認です。
今，2方向の基準となる 2つのベクトルAB，
ACにはある条件が必要ですが，わかる人い
ますか？

S11  : 平行でない。

T : それだけですか？

S11  : 零ベクトルでない。

T :  そうです。よく覚えていましたね。では，な
ぜ平行でなくて零ベクトルでないのですか？

S11  :  2つのベクトルが平行だと同じ方向にしか
動けないし，1つが零ベクトルの場合も同
じだからです。

T :  そうですね。今，ともに始点Aだから 2つの
ベクトルが平行だったら，Aを通る同一直線
上にしか動けないですからね。その直線上に
ない点Pはたどり着けない。零ベクトルに関
してもその通りです。この互いに平行ではな

く，零ベクトルでないABとACを「1次独
立なベクトル」といって，AP=åAB+∫AC
の形の式をABとACの「1次結合」といい
ましたね。これで，APをABとACで表す
という意味が確認できましたね。では，その
続きを考えてみましょう。

S12  : NP:PB=s:(1-s)とおきます。

T : なぜいきなり比の式が出てくるのですか？

S12  : PはNBの内分点だからです。

T : なるほど。では，sって何ですか？

S12  : 実数です。

T : なぜ，そんな風におけるのですか？

S12  : ……

T :  今まで辺の比を表すときにどのように表しま
したか？たとえば，このような図だったらど
うでしょう。(といって，2つの線分AB上に
内分点Cがある図を黒板にかく。)たとえば，
こちらの例だと，AC:CBは何対何ですか？
大体でも構いません。

  A C B

A C B

S13  : 1:1です。

T : そうですね。ではこちらは？

S13  : 2:1です。

T :  大体そうですね。では，今 2つの例でAC:CB
を表したとき，どのように表しましたか？

S13  : 整数で表しました。
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T :  そうですね。では，先ほどの s:(1-s)と表
現するには sにどのような値を入れればいい
ですか？

S13  : ……

T :  よく考えてみましょう。sにどのような値を
代入すれば 1:1が作れるかということです
よ。整数とは限りません。

S13  : s=2!です。

T :  そうですね。s=2!とすれば，

   s:(1-s)=2!:2!=1:1となりますね。で

は，2つ目の例なら sにどのような値を代入
すればいいですか？

S14  : 3@です。

T :  その通りです。s:(1-s)=3@:3!=2:1と

なりますね。つまり，どのような整数比でも 
線分全体の長さを 1と考えたときの割合とし 
て考えれば，必ず s:(1-s)という形で表現
できます。意味もわからずに，なんとなく

   s:(1-s)と置いていた人もいたのではない
でしょうか。意味がわからずにやってはいけ
ません。1つずつ，「なぜこれは成り立つのか
な？」と考えながら進めてください。では，
その続きを言える人いますか？

S15  : AP=sAB+(1-s)ANです。

T : その式はどこから出てきましたか？

S15  : 内分の公式です。

T : どのような公式でしたか？

S15  :  線分ABをm:nに内分する点をCとする 

とき，OC= nOA+mOB
m+n です。

  

O

A C Bnm

T :  なぜこの式がAP=sAB+(1-s)ANとなる
のですか？

S15  :  それは，m:n=s:(1-s)と考えると， 

   OC= (1-s)OA+sOB
s+(1-s) =(1-s)OA+sOB

   と表されるからです。

T :  なるほど今この問題では，NP:PB=s:(1-s)
と置いたから， 

   AP= sAB+(1-s)AN
s+(1-s) =sAB+(1-s)AN

  と置けるのですね。似た考えですが， 

   OC= nOA+mOB
m+n = nOA

m+n + mOB
m+n

   と変形して， n
m+n =1-s， m

m+n =sと置い

てもいいですね。では，内分の公式を知らな
かったらどうしますか？

(生徒から意見は出ない)

T :  ベクトルのよいところは回り道をしても，始
点と終点が同じであればよかったのでしたね。 
今，APで直接AからPに行くのではなく，
回り道して考えたらどうなりますか？

S16  : AからNを通ってPへ行きます。

T : 式で表すと？

S16  : AP=AN+NPです。

T : この式を使うとどうなりますか？

(意見が出ない)

T : では，周囲と少し相談してみましょう。

～ 1分経過～
T :  では，わかった人は？難しいでしょうか。今，

AP=sAB+(1-s)ANの形で表したいのです。 
ANはすでに登場しているから，あとはAB
がほしいですね。でも実際にはNPしかでて
きませんね。ここでNPと点Bの関係はどう
なっていますか？

S17  : NPの延長線上にBがあります。

T : そうですね。N,P,Bは同一直線上ですね。 
  これをベクトルの式で表すとどうなりますか？

S17  : NP=sNBです。

T :  そうですね。同一直線上表示は実数倍でした
ね。その式を代入すると，

  AP=AN+sNBと表されます。 
  それから？

S18  : 始点をAにします。

T : やってみましょう。

S18  : AP=AN+s(AB-AN)=sAB+(1-s)AN

T :  さっきの式が導けましたね。このように内分
の公式を知らなくてもできましたね。では次
に何をしらたいいでしょうか。

S19  : 上の式で，AN=3@ACに直して，

  AP=sAB+ 2(1-s)
3 ACと変形します。

T :  なぜ，ANを 3@ACに直さなくてはいけない

のでしょう。

S19  : APをABとACで表さないといけないか 

  らです。

T :  そうでしたね。そこからスタートしたんでし
た。ということは，APがABとACの 1次
結合で書けたから答えはこれでいいですか？

S20  : ダメです。sの値がわかりません。

T : では，どうすればいいですか？

S20  : 「CP:PM=t:(1-t)」とおきます。

T : それは何の式ですか？

S20  : 点Pが線分CMを内分する式です。

T :  なぜ，点Pを線分CMの内分点と考える必要
がありますか？点Pは線分BNを内分する点 
だけではダメですか？

S21  : Pは線分BNと線分CMの交点だからです。

T :  そうですね。他のみんなもいいですか。線分 
BNの内分点だけだとPは 1つに決まらない
ので，点Pを線分BNの内分点と線分CMの
内分点，すなわち点Pを 2つの線分の交点と 
見ることによって 1つの点に決まるというこ
とですね。ここからはさっきと同じ手順です。 
CP:PM=t:(1-t)だから， 
AP=(1-t)AC+tAMと表せますね。そのあ
とはどうですか？

S22  : AM=5#ABだから， 

  AP= 3t
5 AB+(1-t)ACと表せます。

T :  そうですね。よって，点Pを線分BN，線分
CMのそれぞれの内分点とみることによって
APは 2通りの表現で表せました。

   AP=sAB+ 2(1-s)
3 AC ……①
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   AP= 3t
5 AB+(1-t)AC ……②

  ここからどうしますか？

S23  : s= 3t
5 ，

2(1-s)
3 =1-t

T : その式は何の式？

S23  : ABとACの係数を比較した式です。

T :  なぜ①と②でABの係数とACの係数が等し
くなるのですか？

S23  : 同じベクトルAPだからです。

T :  もう少し正確にいうとどうなりますか？  
 UFOキャッチャーを思い出しましょう。

S24  : ABとACはお互いに零ベクトルではなく 
   平行ではないから，2つのベクトルを使って

必ず 1通りに表現できます。

T :  そうですね。すばらしい。だから係数が比較
できるのでしたね。なんとなく係数を比較し 
ていた人は，この部分をしっかり理解しましょ
う。そのために，最初にUFOキャッチャー
の話をしたのです。 

よって，2式を計算すると，s=3!，t=9%

   したがって，①に s=3!を代入して， 

AP=3!AB+9$ACとなります。これででき

ましたね。

   この問題は平面ベクトルの中でも基本的な問
題だと思いますが，実はベクトルの大事な要
素が詰まった非常に大切な問題です。解き方
のパターンを覚えるだけでしたらすぐに答え
にたどり着くかもしれませんが，1つ 1つの
知識を「なぜそうなるか？」と考えていくと
実に多くの基本事項が含まれていることがわ
かります。この 1つ 1つの基本事項をごまか
さずに意味を理解し表現することが，難しい

問題を解くときの土台となります。逆にいえ
ば，こうした基本的な問題を何も考えずに意
味もわからないまま，ただ解き方だけを暗記
するような学習をしてきた人は，いくらたく
さんの問題を解いても数学はできるようにな
りません。そういった意味で基礎の大事さを
実感できる問題だと思います。もう一度，今
学んだ思考過程を自分で再現して答案として
書けるようにくり返し復習してください。と
いうことで，今日の授業を終わります。

【授業を受けた生徒の感想】
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【参観していただいた教師の感想】
「竹内先生の授業を参観して」

 対話中心の展開で，生徒の頭が動いている，動
き続けているなというのが一番の印象でした。今
よく耳にするアクティブラーニングは，ペアワー
クやグループワーク学習ありきのような形式 (そ
れも 1つのいい形式なのでしょうが ) だけが走っ
ているように感じていました。教師対全生徒の今
回の授業でも，全生徒が常に考え，先生や発言す
る生徒に注目しており，まさにアクティブラーニ
ングが起きている状態でした。これもまた効果の
あるアクティブラーニング型授業の 1つだと感じ，
自分の授業にも取り入れながら研究していきたい
と思います。なぜこの授業が展開できていたかと
いうと，このコースでは普段から自分の意見を発
言する機会 (授業に限らず，HRや面談なども含
めて)を多くとっておられることもあるのでしょ
うが，生徒が安心して発言できる場となっていた 
からです。言ったことがきちんと受け止められる
安心できる場が提供されているからであり，それ
は先生に生徒の発言を受け止めるキャパがないと 
できないことです。数学のことを深く理解して，
数学のことを大好きな先生だから，生徒も安心し 
て授業にのめりこんでいったのだと感じました。
「自分で正しいと思ったことだけを言いなさい」と
いうルールのもとで授業をされたわけですが，そ
の中で，わかったつもりで (手法としては知って
いる)問題にあたっていることの多さ，本質の理
解まで到達していないことを実感したのではない
かと思います。公式を覚えて問題が解ければでき
た，でもそれは違うんだと気付くことができたの
も，この授業を参観させていただいた大きな成果
です。教材も基本の大切さがわかる問題で，さら
にそれが基本から標準へと移行していく問題の配
置となっており，問題が厳選され，一問に凝縮し
てあるように思いました。数をこなせばいいのは
数学の教員くらいで，生徒は多くの教科をこなさ
なければならないのですから，少ない問題に多く
の内容が盛り込まれている問題をいかに教員が提
供できるかが大事だと思っていたところでしたの
で，これもまた参考にさせていただきたいと思い

ました。問題の前半でも，内分や実数倍の考え方，
またなぜ 1次独立でないといけないのかをじっく
りと引き出しておられ，解くだけなら 5分もあれ
ばできるけれど，その一問から多くのことを学ぶ
ことができることを見せていただきました。教材
研究の視点が変わりました。また，問題の後半，
ベクトル方程式はやはりイメージできるようにさ
せておきたいなと思いました。問題を解くときに，
ベクトルは最終的に計算で処理してしまうことが
多くなりますが，感覚を持っていることが必要で，
その基本がベクトル方程式なのだと気付かせても
らいました。

 今回，先生の授業を参観させていただいたこと
で，テクニックに頼りがちだった自分の授業を反
省するきっかけとなりました。教員が数学を深く
愛して，その深さを授業で生徒とともに味わえる
ようになりたいと思います。この授業から，教員
が研究し続けるその理由が 1つ見えたように思い
ます。一方で，質のそろった特別コースであるの
で出来たことでもあるのかなとも思います。多く
の学校で学力差が大きくなっています。今回も後
側でいっぱいいっぱいになりつつも，先生の思い
に引っ張り続けられ，最後まで答えてくれた生徒
もいましたが，そこまでもできない生徒にどう関
わるか，グループ学習ではそこをまわりに教えて
もらうことでカバーしている (悪く言えばごまか
している) のでしょうが，この部分が難しいなと
感じました。

 また，「それぞれまとめてごらん」という言葉
が何度もありました。それができるレベルにしな
ければいけないのでしょうが，これもまた，不得
意な生徒には模範が見えることで安心したり納得
できたりすることもあると思います。もちろん教
科書や問題集の模範解答を見て確認，最初の段階
では例を挙げて解説などもするのかなとは思いま
すが，学力が低く，数学が不得意な生徒に諦めず，
達成感をもたせながら授業を展開するにはどうす
ればいいのかなと考えながら見させていただきま
した。この部分が幅広い学力層を抱える地方公立
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校の課題だとも思っています。

 今回，授業を参観させていただいたことで，生
徒の頭を動かす授業の展開をイメージすることが
できました。あわせて，そのために教材や発問の
しかたなどの研究を進めていきたいと思いました。
今回このような機会をいただきました竹内英人先
生，石見智翠館高校の細木先生には感謝していま
す。これをしっかりと生徒に還元していきたいと
思います。

【最後に】
 世の中がめまぐるしく変化する時代です。そう
した時代の中，よい意味でも悪い意味でも一番そ
の変化に乗り遅れているのが教育かもしれません。
それは一見，「不易流行」ともとらえることがで
きますが，もはやそのくらいのスピードでは世界
で通用しない時代になってきました。

 そうした意味では今回の入試改革は，改めて日
本の教育を，もっといえば教師 1人 1人が自分自
身の授業を見つめ直すよい機会だと思います。

 「アクティブラーニング」が単なる一時の流行
語にならないように，今こそ我々教員が再度真剣
に日本の教育，子どもたちの未来を考えるときだ
と思います。

 「アクティブラーニング」はそんな日本の未来
を変える鍵となるかもしれません。少なくとも私
は本気でそう考えています。

 ぜひ，先生方お一人お一人の自分にしかできな
い「アクティブラーニング」を実践していただけ
ればと思います。今回，私の未熟な実践を載せま
したが，私もまだまだ勉強中の身です。全国の「本
気で授業を変えようと思っている先生」，「日本の
数学教育を変えたい」と思っている先生方と一緒
に勉強できればと考えています。

 現在，愛知県を中心に，「アクティブラーニン
グ型授業」の勉強会を定期的に開催しております。
関心のある方はぜひ一度ご連絡ください。一緒に
学びましょう！
(takeuchi@meijo-u.ac.jp)

竹内先生の生徒対象，教員対象の SG出前授
業をご希望の学校は，一度，啓林館の営業担
当者を通じてご相談ください。

理数科課題研究「三角関数の加法定理を利
用してピタゴラス数を求める」～結果報告～
山口県立岩国高等学校　西元 教善

１．はじめに
 理数科課題研究「三角関数の加法定理を利用し
てピタゴラス数を求める」～中間報告～では，
 a,b,cがピタゴラス数のとき
|(a+bi)n-(a-bi)n|

2 ，|(a+bi)n+(a-bi)n|
2 ，cn

 (n は自然数)もまたピタゴラス数であることま
で，生徒が探究していることを報告した。
 本稿では，その後これがどのように進展していっ
たかについて結果報告したい。なお，これまでの
経緯は「中間報告」をご覧いただきたい。

２．研究第4日
 10月 16日 (木)の 4限に実施した。研究第 2日
で，三角関数の加法定理を利用して得られたピタ

4 4

ゴラス数 3,4,5からのピタゴラス数
4 4 4 4 4444  4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

“« i
2 {(4-3i)n-(4+3i)n}«,«2!{(4-3i)n+(4+3i)n}«,5n‘

(nは自然数)をより簡潔に表すことを指示した。
 なお，z=a+bi (a,bは実数)のとき，zの実部
aをRezで，zの虚部 bを Imzで表すことを教え，
|Re(4+3i)n|,|Im(4+3i)n|,5nがピタゴラス
数になることを確認させた。また，未履修の数学
Ⅲの第 2章複素数平面にある「複素数の絶対値」
について簡単に指導した。
 さて，a,b,cをピタゴラス数とするとき，
|Re(b+ai)n|,|Im(b+ai)n|,cnはピタゴラス
数を表すこと，さらに，これをよりきれいな結果
にしたいので『a,b,cをピタゴラス数とすると
き，|Re(a+bi)n|,|Im(a+bi)n|,cnはピタゴ
ラス数を表す』ことを考えさせた。ド・モアブル
の定理を使ってもよいとヒントを出し，本日は 1
時間しかないので次回に考えるようにという指示
を出しておいた。
 a,b,cをピタゴラス数とするとき，

|Re(a+bi)n|,|Im(a+bi)n|,cnがピタゴラス
数を表すことは，次のように説明できる。

  a+bi=    a2+b2 “ a
    a2+b2 + b

    a2+b2 i‘

であるから，ß(0≤ß<2π)を cosß= a
    a2+b2 ，

sinß= b
    a2+b2

 
を満たす角として，

a+bi=    a2+b2 (cosß+isinß)と変形すると
ド・モアブルの定理から
  (a+bi)n =(    a2+b2 )n(cosnß+isinnß) 

=cn(cosnß+isinnß)
 よって，
  Re(a+bi)n=cncosnß
  Im(a+bi)n=cnsinnß
であるから
  {Re(a+bi)n}2+{Im(a+bi)n}2

 =(cn)2(cos2nß+sin2nß)=(cn)2

 また，Re(a+bi)n,Im(a+bi)nは a,bが自然
数であることから，それぞれ 0でない整数である。
 よって，|Re(a+bi)n|,|Im(a+bi)n|は自然
数であり，
  |Re(a+bi)n|2+|Im(a+bi)n|2=(cn)2

であることから，|Re(a+bi)n|,|Im(a+bi)n|,cn

はピタゴラス数を表す。
 ここで，次の定理が得られたことになる。

定理  1組のピタゴラス数から無数の自明
ではないピタゴラス数を作り出す方法
 a,b,cがピタゴラス数のとき，
|Re(a+bi)n|,|Im(a+bi)n|,cn (nは自然
数)はピタゴラス数を表す。

３．研究第5日
 10月 23日 (木)の 3・4限に実施した。
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うに言った。

４．研究第6日
 11月 6日 (木)の 3・4限に実施した。1名欠席
のため 3名で研究した。継続して，n倍角の公式
を導く考察を行った。一般的な場合で考察するこ
とは困難さがあるようなので，
① n=4,5,6,7,② n=8,9,10,11,
③ n=12,13,14,15の場合について分担して考
察させた。
 n=4の場合は
ド・モアブルの定理から
(cosß+isinß)4=cos4ß+icos4ßであり，
二項定理からは，
  (cosß+isinß)4

 =
4

§
r=0

4Crcos4-rß(isinß)r

 =
4

§
r=0

i r
4Crcos4-rßsinrß

 = 4C0cos4ß+i4C1cos3ßsinß-4C2cos2ßsin2ß 
 -i4C3cosßsin3ß+4C4sin4ß

 = (4C0cos4ß-4C2cos2ßsin2ß+4C4sin4ß) 
 +(4C1cos3ßsinß-4C3cosßsin3ß)i

であるから，
  cos4ß+icos4ß
 =(4C0cos4ß-4C2cos2ßsin2ß+4C4sin4ß)
   +(4C1cos3ßsinß-4C3cosßsin3ß)i
 ここで，実部と虚部を比較して，
cos4ß=4C0cos4ß-4C2cos2ßsin2ß+4C4sin4ß
sin4ß=4C1cos3ßsinß-4C3cosßsin3ß
 このような計算を n=4,……,15までするこ
とによって，次の結果を得ていた。
・nが偶数のとき

  cosnß=
n
2

§
r=0

(-1)r
nC2rcosn-2rßsin2rß

  sinnß=
n-2

2
§

r=0
(-1)r

nC2r+1cosn-2r-1ßsin2r+1ß

・nが奇数のとき

  cosnß=
n-1

2
§

r=0
(-1)r

nC2rcosn-2rßsin2rß

  sinnß=
n-1

2
§

r=0
(-1)r

nC2r+1cosn-2r-1ßsin2r+1ß

 得られた結果が正しいか，n=1,2,3の場合で
確認するように言ったときには，既に取り組んで
いた。暫くして確認できた，正しかったと報告を
受けた。
 これで三角関数の n倍角の公式を導いたわけで
あるが研究の最後として，また，まとめとして以
前求めた結果と関連付けてみるように指示した。
 次のようにまとめた。

  a+bi=    a2+b2 “ a
    a2+b2 + b

    a2+b2 i‘

であるから，

cosß= a
    a2+b2 ,sinß= b

    a2+b2

 
とおくと

  a+bi=    a2+b2 (cosß+isinß)
 よって，
  (a+bi)n

 ={    a2+b2 (cosß+isinß)}n

 =(a2+b2)
n
2 (cosnß+isinnß)

 (ド・モアブルの定理より)
 =(a2+b2)

n
2 cosnß+i(a2+b2)

n
2 sinnß

 したがって，
  Re(a+bi)n=(a2+b2)

n
2 cosnß

  Im(a+bi)n=(a2+b2)
n
2 sinnß

である。
 『a,b,cがピタゴラス数のとき，
|Re(a+bi)n|,|Im(a+bi)n|,cn (nは自然数)
はピタゴラス数を表す。』
が以前得られた研究結果であった。
 これより，生徒は『a,b,cがピタゴラス数の
とき，
  (a2+b2)

n
2 cosnß  ,  (a2+b2)

n
2 sinnß  ,cn

  (nは自然数)
はピタゴラス数を表す。』とまとめていた。
確かにそうであるが，こちらが意図したことは，n
倍角の公式を使って，a,b,cで表すということ
である。
 nが偶数のとき

生徒は上掲の定理が証明でき，次は何をすればよ
いかと考えていたので，三角関数の n倍角の公式
を考えたらどうかと助言した。
 もともと，1組のピタゴラス数から無数の自明
ではないピタゴラス数を三角関数の加法定理を
使って作り出すとき，a,b,c (cが最大)がピタ

ゴラス数のとき，a1=sinß= a
c ，b1=cosß= b

c
とおき，加法定理から導かれる等式
  sin(n+1)ß=sinnßcosß+cosnßsinß
  cos(n+1)ß=cosnßcosß-sinnßsinß
から数列 {an},{bn}の漸化式を作り，その一般項
an,bnを求めることで新規のピタゴラス数を求め
たのである。
 それは cosnß,sinnßを cosß,sinßで表すこ
とと同じである。そこでこのような助言をしたの
である。
 3限目は生徒にまかせて見守ることにした。生
徒は手分けをして n=5まで求めてそこから一般
にどのような式になるかを推測しようと試みてい
た。当然ながら行き詰まったので，4限目にド・
モアブルの定理を使うというヒントを与えた。
 ド・モアブルの定理
 (＊) cosnß+isinnß=(cosß+isinß)n

より
  cosnß=Re(cosß+isinß)n

  sinnß=Im(cosß+isinß)n

である。
 これは先ほどの定理と関連があることを注意し
ておいた。ド・モアブルの定理 (＊)の右辺は二項
定理を使えば，

  (cosß+isinß)n=
n

§
r=0

nCrcosn-rßsinrßi r

となる。
 ここで，i rについて rを
  r=4k-3,r=4k-2,r=4k-1,r=4k
 (kは自然数)
と場合分けすることで，

  

i r=

  i (r=4k-3)
 -1(r=4k-2)
 -i (r=4k-1)
  1(r=4k)

となるから，実部は r=4k-2,4kのとき，虚部
は r=4k-3,4k-1のときであり，それぞれの
場合の総和がそれぞれ cosnß,sinnßである。
 生徒はここまでは理解したが，そのまとめ方に
行き詰まっていた。そこで，
   4k-3のとき  1

 4k-1のとき -1 
,

 4k-2のとき -1
 4kのとき   1 

であることを，lを自然数として，それぞれが
2l-1のとき (-1)l-1，2lのとき (-1)lと表され
  

i r=
 (-1)l-1i (r=2l-1のとき)

 (-1)l   (r=2lのとき)
であることをヒントとして与えた。A君はその意
味を十分把握したようであった。
 これより n=2m (mは自然数)のとき
  (cosß+isinß)n

 =
n

§
r=0

nCrcosn-rßsinrßi r

 = 
m
§

l=0
(-1)l

nC2lcos2m-2lßsin2lß 

 +i
m
§

l=1
(-1)l-1

nC2l-1cos2m-2l+1ßsin2l-1ß

 = 
m
§

l=0
(-1)l

nC2l(cos2ß)m-l(sin2ß)l 

 +i
m
§

l=1
(-1)l-1

nC2l-1(cos2ß)m-l 

 *cosß(sin2ß)l-1sinß

 = 
m
§

l=0
(-1)l

nC2l(cos2ß)m-l(1-cos2ß)l 

 +i
m
§

l=1
(-1)l-1

nC2l-1(1-sin2ß)m-l 

 *(sin2ß)l-1sinßcosß
 ここで，実部と虚部の比較をして，

cosnß=
m
§

l=0
(-1)l

nC2l(cos2ß)m-l(1-cos2ß)l

sinnß = 
m
§

l=1
(-1)l-1

nC2l-1(1-sin2ß)m-l(sin2ß)l-1 

 *sinßcosß
 次に，n=2m-1のときも同様にやってみるよ
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2n-3-(-1)n

4
§

r=0
(-1)r

nC2r+1an-2r-1b2r+1  ，

  cn (nは自然数)
はピタゴラス数を表す。これが，本研究課題で得
られた結果である。
 A君はかなりいい所まで到達してきた。次回で
研究は終了し，発表準備に取り掛かるが，これま
での研究内容をしっかりまとめ，手際よくプレゼ
ンできるよう指導する。

４．研究第7日 （発表日変更に伴う追加）
 当初の年間計画では 1月 22日 (木)に校内課題
研究発表会が予定されていたが，1月 29日 (木)
に変更された。1週間ずれたということで 11月
13日 (木)3・4限も研究することになった。
 次の時間からはコンピュータ室で発表の準備に
取り掛かる。
 校内発表用の原稿を県発表用の原稿も兼ねて作
成するように指示した。原稿見本を保存したUSB
メモリをA君に渡した。
 校内発表は授業時間内に収めるために 7分間，
県発表は 8～ 10分の発表+3分の質疑・講評で
ある。
 研究内容を班員全員が共有・理解し，発表時の
質疑に答えられるようにしておくよう指示した。
そのためにお互いに教え合うように指示したが，
結局はＡ君が中心となって説明し，他は聞くとい
う形態になったが，これが原稿をまとめることに
繋がった。
 A君から最終結果は推測が基になっているがよ
いかと訊かれたので，一般的な nの場合の二項定
理を使って証明するように指示した。
 発表会では，一般的な式ではわかりづらいので，
具体的な例 a=3,b=4,c=5;n=2,3,4を交
えるとよいと助言した。
 タイトル名は，当初「三角関数の加法定理を用
いてピタゴラス数を求める」であったが，一貫し
て加法定理を使った研究とはいえなくなったので，
「加法定理」をはずして「三角関数を用いてピタ

ゴラス数を求める」としたらどうかと助言した。
 原稿は，1動機・目的，2方法，3結果，4考察・
結論，5参考文献を 1ページに収める必要がある。
4限目は 1～4について話し合っていた。

５．発表準備
 11月 20日 (木) 4限に実施した。理科の関係で
4限のみの実施であった。
 コンピュータ室で発表の準備にとりかかった。
準備時間は 7コマ (50分*7，当初より 1コマ減)
である。2台のパソコンを使って，1台ではワー
ドで発表原稿の作成を，もう 1台ではパワーポイ
ントでプレゼンテーション用のスライドの作成に
とりかかった。情報の時間で学習しているためか
手馴れたようすで作成していった。

発表準備のようす (原稿，プレゼン準備)

  cosnß=
n
2

§
r=0

(-1)r
nC2rcosn-2rßsin2rß

  sinnß=
n-2

2
§

r=0
(-1)r

nC2r+1cosn-2r-1ßsin2r+1ß

 nが奇数のとき

  cosnß=
n-1

2
§

r=0
(-1)r

nC2rcosn-2rßsin2rß

  sinnß=
n-1

2
§

r=0
(-1)r

nC2r+1cosn-2r-1ßsin2r+1ß

であり，cosß= a
    a2+b2 ,sinß= b

    a2+b2

 
より

  cosn-2rßsin2rß

 =“ a
    a2+b2 ‘

n-2r
“ b

    a2+b2 ‘
2r

 = an-2rb2r

 (a2+b2)
n
2

 

  cosn-2r-1ßsin2r+1ß

 =“ a
    a2+b2 ‘

n-2r-1
“ b

    a2+b2 ‘
2r+1

 = an-2r-1b2r+1

(a2+b2)
n
2

 

であるから，
 nが偶数のとき

cosnß= 1
 (a2+b2)

n
2

 

n
2

§
r=0

(-1)r
nC2ran-2rb2r

sinnß= 1
 (a2+b2)

n
2

 

n-2
2

§
r=0

(-1)r
nC2r+1an-2r-1b2r+1

 nが奇数のとき

cosnß= 1
 (a2+b2)

n
2

 

n-1
2

§
r=0

(-1)r
nC2ran-2rb2r

sinnß= 1
 (a2+b2)

n
2

 

n-1
2

§
r=0

(-1)r
nC2r+1an-2r-1b2r+1

である。
 ここで，偶奇によらず 1つの式で表したいので，

  1-(-1)n

2 =
 0 (nは偶数)

 1 (nは奇数)

  -1-(-1)n

2 =
 -1 (nは偶数)

 0 (nは奇数)
であることを使えば，次のように表せる。

  nが偶数のとき n
2

 nが奇数のとき n-1
2

¤⁄ 
n- 1-(-1)n

2
2 = 2n-1+(-1)n

4

   nが偶数のとき n-2
2

 nが奇数のとき n-1
2

¤⁄ 
n-1+ -1-(-1)n

2
2 = 2n-3-(-1)n

4
これより，

 cosnß= 1
 (a2+b2)

n
2

 
       
2n-1+(-1)n

4
§

r=0
(-1)r

nC2ran-2rb2r

 sinnß= 1
 (a2+b2)

n
2

 
       
2n-3-(-1)n

4
§

r=0
(-1)r

nC2r+1an-2r-1b2r+1

であるから，
    (a2+b2)

n
2 cosnß  

 =(a2+b2)
n
2 |cosnß|

 =(a2+b2)
n
2 ･ 1

 (a2+b2)
n
2

 

   *  
       
2n-1+(-1)n

4
§

r=0
(-1)r

nC2ran-2rb2r  

 =  
       
2n-1+(-1)n

4
§

r=0
(-1)r

nC2ran-2rb2r  

    (a2+b2)
n
2 sinnß  

 =(a2+b2)
n
2 |sinnß|

 =(a2+b2)
n
2 ･ 1

 (a2+b2)
n
2

 

   *  
       
2n-3-(-1)n

4
§

r=0
(-1)r

nC2r+1an-2r-1b2r+1  

 =  
       
2n-3-(-1)n

4
§

r=0
(-1)r

nC2r+1an-2r-1b2r+1  

 したがって，a,b,cがピタゴラス数のとき，

    
       
2n-1+(-1)n

4
§

r=0
(-1)r

nC2ran-2rb2r  ，
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発表のようす 評価
 トップバッターで発表したためか緊張し，時間
内にプレゼンテーションが終わらなかった。その
ため結論まで説明することができなかった。また，
理科のように映像を取り入れてわかりやすい説明
になっていなかった。具体例で説明する時間もな
く複雑な式の羅列という印象を受けたようである。
(特に 1年次生にとって)長い思考の結果得られた
数式をわずか数分で理解してもらうことは難し
かったようである。研究した内容はレベルの高い
ものであったが，プレゼン方法についての研究が
不足していたと反省している。
 これは反省会のときにも話題になったことであ
るが，どうしても数学は理科と比べるとプレゼン
で見栄えのしないもの，アピール性が低いものに
なってしまうハンデがあるようである。
 今回は数学を研究対象にした生徒が多かった
(8人／ 36人)が，来年度はこの発表時にアンケー
トしたところ 3人しかいないようであった。
 もう一度「理数科課題研究」を担当して反省を
活かしたいみたいという気持ちがあるが，定年退
職も近くそれも叶いそうにない。心残りであるが，
後輩教員に託したい。

６．発表
 実施日 平成 26年 1月 29日 (木) 5限
 場 所 視聴覚教室
 参加者  2年次理数科 (2-1)生徒，1年次理数

科 (1-1)生徒，校長，副校長，教頭，
数学・理科教員，実習助手

      数学教員 14名，理科教員・実習助手
12名 (時間変更で，数学・理科教員の
5限はすべて空けてある。)

 発 表  数学 (2班 )，物理 (2班 )，化学 (1班 )，
生物 (2班 )

 要 領 各班 7分 (出入り，質疑を含む)
      数学科教員は数学班の，理科教員は理

科班の評価をする。(他教科は感想のみ)
      生徒にも感想を書かせる。また，1年

次生は来年度希望分野の予備調査も行
う。

 各班の題目
  1班 (数学)  三角関数を利用してピタゴラス

数を求める
  2班 (数学)  折り返し数列の一般項～さらな

る一般化と拡張～
  3班 (物理)  テーブルクロスを引き抜くには？
  4班 (物理) スリンキーの運動の解析
  5班 (化学) 意外に身近な「硬度」の秘密
  6班 (生物) イワシに潜む微生物
  7班 (生物) クマムシの研究

1班の発表原稿 (A4判 1枚)

1班のパワーポイントスライド (抜粋)



システム数学　入試必修問題集シリーズ

実 戦

数学Ⅰ＋A，数学Ⅱ＋B
数学Ⅱ，数学Ⅲ

数学Ⅰ・Ⅱ・A・B 192頁／定価本体600円＋税
【解答（別冊）】A5判／276頁／定価本体476円＋税

実 戦 数学Ⅲ 116頁／定価本体467円＋税
【解答（別冊）】A5判／180頁／定価本体495円＋税

練 磨 数学Ⅰ・Ⅱ・A・B 152頁／定価本体571円＋税
【解答（別冊）】A5判／168頁／定価本体286円＋税

練 磨 数学Ⅲ 96頁／定価本体381円＋税
【解答（別冊）】A5判／100頁／定価本体238円＋税

●河合塾の徹底した入試分析で良質の問題を厳選
●難関国公私立大学の入試に対応した『実戦』と国公私立大学の入試に対応した
　『練磨』の 2シリーズ発刊
●入試に必要な重要問題で構成したテーマ別問題と，最近の傾向で学習できる総合演習問題
　の 2部構成
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